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Einfuhrung. Nebst den Begriffen von Suslin-Klasse und Suslin- 
Operation stehen dual die von komplement5irer Suslin-Klasse und kom- 
plementiGrer Suslin-Operation. Die Zuriickfiihrung der Definitionen der 
letzteren zu denen der ersteren beruht hauptsLchlich auf Vertauschung 
von Summen- und Produktbildungen von Mengen. Das gleiche gilt such 
fur korrespondierende Eigenschaften und zugehiirige Beweise. 
8 1. P(E) sei die Klasse aller Teilmengen einer unendlichen Punkt- 
menge (eines abstrakten Raumes) E; Z(E) sei eine Teilklasse von P(E), 
mit leerer Menge 0 E S(E) und Prod& von zwei Mengen von X(E) 
immer xu S(E) gehiirend. 
Die &&in-Klasse Y[&‘(E)] g e h e aus Z’(E) hervor mittels der Suslin- 
Operation: Ausgegangen wird von zu endlichen Reihen (nr, n2, . . . . nk) 
von nattirlichen Zahlen gehiirenden Mengen HcnI,. . . ,nk) E Z’(E), wobei 
immer Hcnl ,..., nk,nk+l) 2 H(,, ,..., nk) sein ~011. l) Die (no, . . . . nk) (k= 1,2, . ..) 
werden Teilreihen einer Reihe von abzghlbar vielen natiirlichen Zahlen 
sein: v = (?%I, . . ., nk, nk+l, . . .). Nun l&fit sich definieren : 
Xv o&r Xtnl ,..., 71k ,... )= n Wnl ,..., nk). 2, 
k-l 
Die nicht-abzihlbar vielen voneinander verschiedenen Reihen v liefern 
die Moglichkeit zur Bildung der Summe X= UC,., X9; (Definition) 
jede derartige Summe sei eine Muslin-Menge, als Element der Muslin- 
Klasse Y[&F(E)]; offenbar ist Y[Z(E)] & P(E). 
Eigenschaft. Aus jeder Menge Hj E X(E) (j= 1, 2, . ..) folgt 
U fh E Y[WE)I. (i) 
1) MGglich wegen der Bedingung iiber das Produkt von zwei Mengen von 2’ (E). 
2) Die voneinander verschiedenen Y bilden eine nicht-abziihlbare Menge; die 
zugehijrigen Teilmengen XV von P(E) brauchen nicht immer paarweise verschieden 
zu sein. 
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Definiert man X,(E) als die Mengenklasse derartiger Summen lJc, Hj, 
so ist 
So(E) 2 Y[syE)]. 
Eigenschaft. Aus jeder Menge Hj E&‘(E) (j=l, 2, . ..) folgt 
Definiert man #a(E) als die Mengenklasse derartiger Produkte n(j) H,, 
so ist 
tics(E) g Y[Z(E)]. 
Eigenschaft. Die Suslin-Operation ist stubil, d.h. 
oder die von Suslinschen Mengen S[Z(E)] E Y[X(E)] erzeugten Suslin- 
schen Mengen S[S[#(E)]] sind wieder Mengen S[Z(E)] E Y[&‘(E)]. 
Ein tibersichtlicher Beweis wird erhalten nach dem Verfahren in [l], 
S. 92, 93; ein davon abweichendes Beweisverfahren la& sich finden in 
[2J, S. 69-74. Vergleiche such [3], S. 9. 
Definition. Bei M(E) G P(E) ist c&s Borel-System B[M(E)] das 
kleinste 3) M(E) enthaltende Teilmengensystem von P(E), das mit ab- 
ziihlbar unendlich vielen Mengen sowohl ihre Summe wie such ihr Produkt 
enthalt. 4) 
Bemerkung. Nimmt man in der Definition fur M(E) die im Anfang 
definierte Menge Z(E), so folgt such 0 E B[X(E)]. 
Aus den vorangehenden Eigenschaften folgt : 
Eigenschaft. a~wl L ~W~~)I~ 
5 2. In 5 1 sol1 Z(E) & P(E) in folgender Weise spezialisiert werden : 
die leere Menge 0 und E E Z(E), und Z(E) mit den Eigenschaften (s, 6), 
d.h. Summe von endlich vielen- und Produkt von abzahlbar unendlich 
vielen Mengen von A?‘(E) gehijren zu If(E). 
Die Eigenschaften von 3 1 und die zugehijrigen Definitionen von 
Y[S(E)] und B[X(E)] 1 assen sich dabei ungeandert iibertragen. 
Die LuBere Z-Kapazitdt C* 5), definiert fiir die Mengen von S(E) 
3) Immer m6glich. 
4) Jedoch im allgemeinen nicht die Differenz von zwei Mengen von B[M(E)]. 
5) Siehe [7], 8 1. 
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und mit (reellen) Werten in R +, C*(O) = 0, erfiille neben der Eigenschaft : 
es gibt eine Menge von Z(E) mit C*#O (un& en&i&), die Axiomata : 
I. C* ist nicht-abnehmend fiir die Mengen von Y&‘(E); 
II. C* ist stark sub-additiv fiir die Mengen von If(E) (d.h. aus 
A, BE S(E) folgt C*(A u B)+C*(A n B)5C*(A)+C*(B)); 
III. ausAr~...~Aj~ . . . . jede Menge Aj E Z(E), A = sup(j) Aj E Z(E) 
folgt immer 
C*(A)= sup C*(Af) oder lim C*(A,); 
li) i+cc 
IV. aus A1a....zAjz . . . . jede Menge Aj E 2’(E) und A 3 lim+, Al 
folgt such A E Z(E) mit C*(A)= in&, C*(Aj) oder limj,, C*(Aj). 
C* 1BDt sich nun in unzweideutiger Weise erweitern 6) zu allen Mengen 
(A) in P(E), mit zugehoriger innerer Kapazittit 
C,(A) = SUP C”(B), 
BB’Cpy) 
7 
wobei dann die Axiome I., II. und III. in [6], 3 1 zu ableitbaren Satzen 
werden, aus welchen hervorgeht 7) : 
Definition. X 6 P(E) beige Z-kapazitierbar, mit C(X) ihre Z’- 
Kapazitiit falls C*(X) = C,(X) ; dann sei C(X) = C,(X) = C*(X) ; mit : 
Eigenschaft. Jede Menge X E x(E) ist x-kapazitierbar ; also 
=@(E) G ho, wobei #O(E) die Klasse der 2-kapazitierbaren Mengen; 
und : 
Eigenschaft. AUS X1 & . . . g X, g . . . . jede Menge X, #-kapazitier- 
bar folgt such u X, Z-kapazitierbar, mit C(U X,) = sup C(X,). In&es. 
ist eine derartige Summe von abziihlbar vielen Mengen (X,) van Z(E) 
such %‘-kapazitierbar. 
SchlieBlich gibt Axiom III. in [6], f~ 1: 
Eigenschaft. Aus Xl2 . ..zX.z . . . . jede Menge X,EZ(E) folgt 
n X, E x(E), mit C(n X,) = inf C(X,). 
$ 3. Theorem. Jede Menge der Muslin-Klasse Y[&‘(E)] ist in #O(E) 
enthalten. 
Der Beweis von Choquet findet sich in [4], S. 84-86; nur fehlen dort 
die Notationen C* und C, fiir &uBere bzw. innere Z-Kapazitiit wie hier 
angewandt . 8) 
6) Siehe [7], $ 2. 
7, Siehe [6], § 1. 
8) Vergleiche such [3], S. 24. 
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Mit B[%(E)] E Y[&(E)] folgt der 
Spezialfall: Jede Menge der Borel-Klasse B[#(E)] ist in &‘O(E) 
enthalten. 
Bemerkung. Im vorigen wurden keine topologischen Voraussetzun- 
gen gemacht. 
Q 4. Anwendungen. Fiir E hi& sich ein euklidischr Raum kom- 
paktijziert mittels des Alexandrofl-Punktes nehmen; P(E) sei die Klasse 
aller Teilmengen von E, S?(E) die Klasse aller kompakten Teilmengen von 
E, mit 0, E E S(E) und den Eigenschaften (s, 6). 
Die LuBere %-Kapazitat G* sei definiert wie hier in 6 2; sie erfiille 
also insbes. die Axiome I. bis IV. in Z’(E), und lal3t sich in unzweideutiger 
Weise zu allen Mengen von P(E) erweitern. Dabei ist B[Z(E)] g %0(E), 
mit d?(E) die Klasse aller X-kapazitierbaren Teilmengen von E. 
Ein analoges Resultat la& sich ableiten fti einen mittels eines Alexan- 
droff-Punktes erganzten, lokal-kompakten Hausdorff-Raum E, der eine 
abzahlbare Basis hat (und somit such metrisch ist). 
$ Ibis. P(E) sei wieder Klasse aller Teilmengen eines abstrakten 
Raumes E; &f’(E) sei eine Teilklasse von P(E), mit leerer Menge 0 E d’(E) 
und Summe von zwei Mengen von Z(E) immer zu Z’(E) geh6rend. 
Die komplement&re Suslin-Klasse Yk[#(E)] gehe aus SF(E) hervor 
mittels der komplementdren Suslin-Operation: Ausgegangen wird von zu 
endlichen Reihen (ni, n2, . . . . nk) von nattirlichen Zahlen gehijrenden 
Mengen H(nl,n2,...,nk) E WE), wobei immer Hcml ,..., nk+l) 2 Htnl ,..., nk) sein 
~011. lb’s) Die (ni, . . . . nk) (k=l, 2, . ..) werden Teilreihen einer Reihe von 
abzlhlbar vielen nattirlichen Zahlen sein: v = (nl, . . ., nk, nk+i, . . ,). Nun 
15il3t sich definieren : 
00 
Xv o&r Xtnl ,..., nk ,...) = U H(nl ,..., nk). 2bis 
k=l 
Die nicht-abziihlbar vielen voneinander verschiedenen Reihen v liefern 
die Mijglichkeit zur Bildung des Prod&es X = &) X. ; (Definition) 
jedes derartige Produkt sei eine komplementtire Suslin-Menge als Element 
der komplementbren Suslin-Klasse Yk[S(E)] ; offenbar ist Yk[.#(E)] & 
c P(E). 
Eigenschaft. Jede Menge H ES(E) ist such ein Element van 
Yk[S(E)], also 
X(E) $& Y&@‘(E)]. 
Ibis) MGglich wegen der Bedingung iiber die Summe von zwei Mengen von Z(E). 
zbis) Die voneinander verschiedenen v bilden eine nicht-abziihlbare Menge; die 
zugehijrigen Teihnengen X,, von P(E) brauohen nicht immer paarweise verschieden 
zu sein. 
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Eigenschaft. Aus jeder Menge Hj EX(E) (j=l, 2, . ..) folgt 
Definiert man *d(E) als die Mengenklasse derartiger Produkte no, Hj, 
so ist 
*d(E) g Yk[=@(E)]. 
Eigenschaft. Aus jeder Menge HJ E&F’(E) (j=l, 2, . ..) folgt 
U Hf E YWVW. Ii) 
Definiert man so(E) ala die Mengenklasse derartiger Summen U(j) Hj, 
so ist 
Eigenschaft. Die komplementare Suslin-Operation ist stabil, d.h. 
Yk[Yk[&(E)]] = 5%[&‘(&‘)], oder die von komplementken Suslinschen 
Mengen SE[.%(E)] E Y~[J?(&‘)] erzeugten komplementiiren Suslinschen 
Mengen Sk[Sk[%(E)]] sind wieder Mengen Sk[Z(E)] E Yk[X(E)]. 
Der Beweis steht dual gegentiber den in [l], S. 92, 93 gefiihrten Beweis 
fiir die Stabilitiit der Suslin-Operation (vgl. hier 3 1). 
Definition. Bei H(E) E P(E) ist das Bore&System B[2M(E)] das 
kleinste, abiB) M(E) enthaltende Teilmengensystem von P(E), das mit ab- 
ziihlbar unendlich vielen Mengen sowohl ihr Produkt wie such ihre Summe 
enthillt . Qbi*) 
Bemerkung. Nimmt man in der Definition fur M(E) die im Anfang 
dieses Par. definierte Menge X’(E), so folgt such 0 E &X(E)]. 
Aus den vorangehenden Eigenschaften folgt : 
Eigenschaft. mfv41 =c ~~[-ww 
3 B”i*. In Q Ibis, Anfang sol1 Z(E) 2 P(E) in folgender Weise speziali- 
siert werden: die leere Menge 0 und E E X(E), und X(E) writ den Eigen- 
schaften (0, d), d.h. Summe von abziihlbar unendlich vielen- und Produkt 
von endlich vielen Mengen aus S(E) gehijren zu Z’(E). 
Die Eigenschaften von $ lbia und die zugehorigen Definitionen 
von Yk[&‘(E)] und &S’(E)] 1 assen sich dabei ungeandert tibertragen. 
Die innere Z-Kapazitat C, 5bis), definiert fur die Mengen von S(E) 
3bb) Immer mijglich. 
4bQ) Jedoch im allgemeinen nicht die Differenz von zwei Mengen von B[M(E)]. 
5bb) Siehe [7], $ l*. 
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und mit (reellen) Werten in R +, C,(O)=O, erfiille neben der Eigenschaft: 
es gibt eine Menge won Z(E) mit C, #O (und end&h), die Axiomata: 
I*. C, ist nicht-abnehmend fiir die Mengen von Z(E); 
II”. C, ist stark super-additiv fur die Mengen von Z(E) (d.h. fur 
A, REX(E) folgt C,(A u B)+C,(A n B)zC,(A)+C,(B)); 
111*. ausA12 . . . 2 A*2 . . ., jede Menge AI E Z’(E), A = infcn A, E Z(E) 
folgt immer 
C,(A)= inf C,(Aj) oder lim C,(Aj); 
(i) j+oo 
IF. aus AIL... gAj& . . . . jede Menge AJ E Z(E) und A E lim+,, Al 
folgt such A E Z(E) mit C,(A) = sup(f) C,(Aj) oder lim+, C,(A,). 
C, l&l% sich nun in unzweideutiger Weise erweitern 6bis) zu allen Mengen 
(A) in P(E), mit zugehoriger SiuBerer Kapazitat 
C*(A) = inf C,(B), 
W&’ 
- 
wobei dann die Axiome I., II. und III. in [6], 3 lbi* zu ableitbaren Satzen 
werden, aus welchen hervorgeht Ibis) : 
Definition. X E P(E) heil3e 3?-kapazitierbar, mit C(X) ihre %‘- 
Kapazitat, falls C*(X)=C,(X); dann sei C(X)=C,(X)=C*(X); mit: 
Eigenschaft. Jede Menge X E Z(E) ist Z-kapazitierbar ; also 
WE) S SO(E), wobei x0(E) die Klasse der &‘-kapazitierbaren Mengen; 
und : 
Eigenschaft. Aus Xi 2 . . . 2 X, 2 . . . . jede Menge X, s-kapazitier- 
bar folgt such n X, 2’-kapazitierbar, mit C(n X,) = inf C(X,). Insbes. 
ist ein derartiges Produkt von abzahlbar vielen Mengen (X,) von &Y(E) 
such Z?-kapazitierbar. 
SchlieBlich gibt Axiom III*. in [6], $ Ibis: 
Eigenschaft. Aus Xr E . . . 2 X, 2 . . . . jede Menge X, E Z(E) folgt 
u X, E d’(E), mit G(u X,) = sup C(X,). 
fj 3”‘s. Theorem. Jede Menge der komplementdren #t&in-Klasse 
Yk[Z(E)] ist in SO(E) enthalten. 
Der Beweis steht dual gegentiber dem Beweise von Choque t in [4], 
S. U-86 (vergl. hier 5 3). 
Mit B[S?(E)] E Yk[Z(E)] folgt der 
Spezialfall : Jede Menge der Bore&Klasse B[S(E)] ist in .%0(E) 
enthalten. 
ebb) Siehe [7], Q 2*. 
7bb) Siehe [6], $ Ibis. 
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B e m er k u n g . Im vorigen wurden keine topologischen Voraussetzun- 
gen gemacht . 
$ 4”is. Anwendungen. E sei ein euklidischer Raum ; P(E) die Klasse 
aller Teilmengen von E, X(E) die Klasse aller oflenen Teilmengen von E, 
mit 0, E E S(E) und den Eigenschaften (IS, d). 
Die innere %‘-Kapazitiit C, sei definiert wie hier in $ 2bi* ; sie erftille 
also insbes. die Axiome I*. bis IV*. in X(E), und la& sich in unzwei- 
deutiger Weise zu allen Mengen von P(E) erweitern. Dabei ist @Z(E)] & 
L %0(E), mit A?(E) die Klasse aller Z-kapazitierbaren Teilmengen von E. 
Ein analoges Resultat l&fit sich ableiten fur einen lokal-kompakten 
Hausdorff-Raum E, der eine abzahlbare Basis hat (und somit such 
metrisch ist). 
L&m?enluun 38, Zekt 
The Netherlands 
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